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Proposition de corrigé du DS2

Exercice DS2.1

1. On a pour tout z € R :

sin?  cos(2z) = %(1 - cos(2:z:)> cos(2x)

1 1
B cos(2x) — 3 cos? (2)

1 11
3 cos(2z) — 5'3 (1 + cos(4x))

1 1
donc  |sin®z cos(2z) = ~2 cos(4x) + 3 cos(2x) — T

sin(ax)

On en déduit, sachant que, pour tout @ € R*, z — cos(ax) admet z — comme primitive :

TI'/4 71'/4 1 1 1
/ sin? z cos(2x)dz = / ——cos(4z) + = cos(2z) — — | dx

w/4
1 1
= [16 sin(4z) + 1 sin(2z) — Z] -
_sinm —sin0 N sin(r/2) —sin0  7/4 -0
B 16 4 4
/4 1 -
it in? 2z)dr = = — —.
soi /0 sin” z cos(2x) da 1716

2. (a) Clest du[cours].
T T
(b) La fonction tangente réalise une bijection de Uintervalle }—5, 5[ dans R et sa dérivée est donnée

par :
Vz € R, tan’ z = 1 + tan® z.

T
En particulier, la dérivée de la tangente ne s’annule pas sur }77, 5 [ D’apres le théoreme de déri-

vation d’une bijection réciproque, ’arctangente est dérivable sur R et pour tout réel x :

1
Arctan’ v= ————
retat @ tan’(Arctan x)
_ 1
1+ (tan(Arctan x)2
, 1
donc |Arctan’'z = ——.
1+ 22

3. On a les égalités suivantes :

i elf — @im/2 _ @if

— oi(n/240)/2 | (ei(w/Q—é)/Q _ e—i(Tl’/Q—G)/Q)
_ e H20)/1 gy <” — 2 )
4
. . -2
— el(ﬂ+29)/4 . 2el7r/2 sin (7T 1 9)

= 2sin (W _420> - el(B3m+20)/4,
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Il faut alors distinguer selon le signe du sinus dans l’expression ci-dessus. On remarque pour cela que,

™ — 20 TR T , T
lorsque 0 € [O,W], n appartient a [—5, 5} et s’annule exactement pour 0 = 3 et que, pour tout

autre 0 € [0, 7],

T — 260 T
e[—

1 §,O{<:>96{0,g{ et ﬁfwe} T

T
0,7} <:>9€}7771’}.
4 2 2
. . , . m . ops m
Sachant que le sinus est strictement négatif sur [75, 0[ et strictement positif sur ]0, 5}, on peut alors
conclure :

— sif e [0, % [, on écrit

2= —2sin (7T _ 29) . ( _ ei(37r+29)/4) — _9in (W - 29) ei(—m+20)/4
4 4

et le réel —2sin <7T —

1 > est strictement positif, donc :

— 20 — 20
sife [O, g [, |z| = —2sin <7T4> et argz = L[27T];

— sif= g, alors z=0:|si 0 = g, |z| =0 et argz n’est pas défini |;

™
— sife } 5 71'}7 le sinus dans ’expression précédente de z étant positif, on a :

— 26 20
Siae}g,ﬂ}, |z| = 2sin (7r4) et argz = 3”2: [27].

Exercice DS2.2

1. (a) La fonction y est définie et deux fois dérivable sur R et Iexponentielle est définie et deux fois
dérivable sur R, et a valeurs dans R% . On en déduit par composition que :

‘ z est définie et deux fois dérivable sur R.

(b) On a pour tout réel z : y(e™?) = y(z) = z(Inx) puis, par dérivation de fonctions composées :

2(x) = (z) x 2'(lnz) = #(Inz)

o () = %(z'(lnz)) cx—2'(Inx) _ éw”(lnz) cx—2'(Inx) _ 2
22

Inz) — 2/ (Inx)
2

T

En fin de compte, pour tout réel z,

et y'(z) = %(z”(lno:) — z’(lnx)).

(c) Puisque 'exponentielle est bijective de R* dans R, I"équation (E) est équivalente & celle obtenue en
remplacant la variable = par e’ : plus précisément, on a I’équivalence :

(Vac e RY, 2%y (2)—3zy (v)+4y(x) = x2+1> — (Vt € R, (e)%y”(e")—3e'y (e')+4y(e!) = ezt+1>.
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On exprime alors le membre de droite de la deuxieme égalité en fonction de z et ¢ : pour tout réel ¢,

]

(€")?y" (") — 3e'y'(t) + dy(e’) = e*' - (ei) (z”(t) - z'(t)) — 3et - Ze—(f) +4z(t)

=2"(t) — 2/(t) — 32/ (t) + 4=(t)
2'(t) — 42/ (t) + 42/ ().

On obtient donc finalement

y est solution de (E) si et seulement si 2 est solution de : 2" — 42’ + 4z = 2! + 1.

2. L’équation caractéristique de (E’) d’inconnue r est : r? — 4r + 4 = 0, qui admet une unique racine
double ry = 2. La solution générale de ’équation homogene associée est donc

zZp it ()\t+u)62t

ol A et p sont des constantes réelles. Pour déterminer une solution particuliere zp de (E’), on utilise le
principe de superposition et I’on cherche successivement :

— une solution particuliére z; de z” — 4z’ + 4z = 1 : on cherche une solution particuliére constante, et

I’on trouve que z; = 1 convient ;

— une solution particuliére zp de 2" — 42’ + 4z = €% : le second membre étant t — e"°?, ot ¢ est
racine double de I’équation caractéristique, on cherche zy sous la forme z3(t) = Kt2e?!. On calcule
alors successivement

2(t)=K-2t-e* + K -2 2!
= 2Kte? + 22(t)
et zi(t)=2Ke* + 2Kt - 2e*' + 224(t)
— 2K e + 4Kte? + 2. (2Kt 2 4 22, (t))
= 2Ke?' + 8Kte® + 4z(t).

En reportant dans I’équation que I’on cherche, les termes en te?! et en zo(t) partent, et il reste :

1
2 —4zh + 4z =e* <=Vt € R, 2Ke* = ?! «—= K = 3

1
La fonction z5 est donc donnée par z4(t) = §t2e2t7 et en fin de compte, la solution particuliere est :

A 1 N t2e?t 14 2t%e?

Zp ! - = .

v 42 4

Les solutions de (E’) sont exactement les z, + zp avec zj, solution de I’équation homogeéne associée. On
conclut :

1+ 2t%e%

1 , avec \, i constantes réelles.

Les solutions de (E’) sont les fonctions ¢ — (/\t + u) e?t +

3. D’apres la question 1.3, les fonctions y solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme
y:xz+— z(lnx) avec z solution de (E’).

Si z est une solution de (E’), on calcule alors, pour tout réel = strictement positif et en repartant de la
forme trouvée a la question 2,

1+ 2(Inx)2e2ine
4

1+2(zlnx)?
4

z(lnz)= (Alnx+u)e2lnz I

= ()\lnac—i—u)m2 +

ou A et u sont deux constantes réelles. En fin de compte,
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1+2(xlnx)?

1 , avec A, 1 constantes.

les solutions de (E) sont les fonctions z — ()\ Inx+ u) 2+

Exercice DS2.3

1. (a) On a les égalités suivantes :
[tu — (1 —t)|>=|t(a +ib) — (1 — t)|?
= [ta — (1 —t) +ith|?
2
- (ta (- t)) +12p2
=t%a? — 2at(1 —t) + (1 — t)* + t2b?
=t2a? — 2at + 2at® + 1 — 2t + 1% + t2b?
= (a® +b% +2a+ 1)t? — (2a + 2)t + 1.

Sachant que |u|? = a? + b? = 1, on peut simplifier dans I’égalité précédente pour obtenir :

[[tu— (1— 1) = 20+ 2)* — (20 +2)t + L.

(b) Notons A, B, C' les coefficients du trindéme du second degré précédent. Puisque u est de module 1, sa
partie réelle appartient & [—1, 1], et ne peut valoir —1 car si ¢’était le cas on aurait u = —1 ce qui est
exclu par I’énoncé. Ainsi,

a>—1 donc 2a +2 > 0.

Le coefficient dominant du trinéme du second degré est donc strictement positif : ce trinéme admet
donc un unique minimum sur R, atteint en

B 2a + 2 1

24 22a+2) 2

. 9 . . . 1 . ,
Ainsi, t — |tu — (1 — t)|* admet un unique minimum atteint pour ¢t = 20 qui est donné par

1 1
2" 2

Par croissance stricte de la racine carrée sur R, on peut conclure :

2 2

u—1
2

u . s . 1
[tu+ (1 —t)| > et il y a égalité si et seulement si t = 7

2. (a) Ona:OA=|za| =Ju/=1et OB = |zg] = | — 1| = 1. Le point O est donc équidistant de A et
de B : ainsi,

’ O appartient & la médiatrice de [AB]. ‘

Pour tout réel ¢, on a de plus
ZAME T M) T FA

=tu—(1—t)—u

Les vecteurs AM (t) et AB sont donc colinéaires pour tout ¢ :

‘pour tout réel ¢, M(t) appartient a la droite (AB). ‘

(b) On peut représenter la situation comme suit.
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Pour tout réel ¢, puisque O est la médiatrice de [AB] et C le milieu de [AB], la droite (OC) coupe [AB]
en C et lui est perpendiculaire. De plus, M (¢) appartient & la droite (AB). Le triangle (M (t), O, C)
est donc rectangle en C, et d’apres le théoreme de Pythagore :

OM(t)*> = OC? + CM(t)>.
De plus, CW = CTZH—AM(t avec CTZl = %B—jl et, d’apres le calcul effectué a la question précédente
AM() = (1 — 1) AB.
11 vient : CW = —%zﬁ +(1- t)ﬁ = (1 ) E, puis en reportant :

—
2

2
OM(t)?2 = 0C? + (; — t) AB?

1 2
donc |OM(t) = \/002 + (2 — t) AB?2.

(¢) Puisqu’un carré est toujours positif, on a :
2 1 ? 2 2 s s . 1
oCc” + 5~ t) AB“ > OC* avec égalité si et seulement si t = 3
Par croissance stricte de la racine carrée, et d’apres la question précédente, on en déduit que, pour
tout réel t,

1
OM (t) = OC avec égalité si et seulement si t = 3

u—1
Sachant que M a pour affixe tu — (1 —t) et que C a pour affixe —5 s on obtient le résultat voulu :

u
tu—(1—1)| > | —
-0l |

1
avec égalité si et seulement si t = 3

Exercice DS2.4

1. La fonction |/ est continue sur R, donc elle admet une primitive sur R} donnée par

tos g = 243,
I 3
donc
! 2 31" 2
IO:/ \/idtz[t{ =-(1-0)=<
0 3 0 3
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2. On pose, pour t € [0,1],
! _ _ 2 3
{ 1(6) = Vi qui donne { ft) =3t
glt)y=1-1 g
Les fonctions f et g sont de classe ¢! sur [0,1] donc, par la formule d’intégration par parties :
1

1 1 1 1
2 2 2 2 2
—/ (—l)ft%dtzf/ t%dt:f/ tgdt:[tg]
o Jo 3 3Jo 3Jo 315 Jo

I - /01(1 — OV dt = {(1 - t)gt%]

=0

3. Soit n € N. On a

In—InH:/O (1—t)"Vt dt—/o (1—t)" Ve dt:/o (1—t)"(1—(1—t)Vt dt:/o (1—t)"> dt

et on a, par une intégration par parties analogue au cas précédent

1

1 1 1
It :/ (1—t)"* Ve dt = {(1 t)”“?tg] f/ —(n+1)(1 ft)"gt% dt = g(n+ 1)/ (1—t)"t2 dt.
0 0 0

0

=0

Finalement, pour tout n € N,

2n+1
In+1 = ( 3 )(In In—i—l)-
On obtient pour tout n € N,
2(n+1 2(n+1
InJrl = 3 )In - ( 3 )In+1-
Finalement, pour tout n € N,
I 2(n+1)
T o +5 "
4. OH&IQZ%IldOHC IQZ%X%:%.
5. Soit n € N. On a
N Cn+1)+3) x L4 (2n +5)! y Q(n—l—l)I (2n + 4)!
n+1 — - n — n
n+2)x (n+1))*  (+2)x (n+1))>  2n+5 (n+2)(n +1)%(n!)?
2 4)x2 (2 ) x I,
donc a1 = (2 +4) x (2n+3)! x = 4a,,. Finalement, | la suite («a,) est géométrique ‘

(n+2)(n+1) (n4 1) x (n))?

6. On a ag = 1?;—!1]0 = % = 4 donc, pour tout n € N, a,, = 4”1, En conclusion, pour tout n € N,

_ (n+1)nlant?
" (2n+3)!

Exercice DS2.5
Soit z € C un nombre complexe non nul. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i , j
les points M, N, P d’affixe respectifs z, 22 et %

). On considére

)
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1. On a les équivalences pour tout z € C :

P =z=2(2-1)=0<=2=0 ou z=1

et, lorsque z # 0 :

1 22 -1
= <~
z z

=0<=(z—-1)(z4+41)=0<=2=1 ou z=-1

donc P’ensemble des solutions de I'équation d’inconnue |z € C : z = 22 est {0,1} ‘ et I’ensemble des solu-

tions de I’équation d’inconnue |z € C : z = 1/z est {1, —1} | Deux points étant égaux si et seulement leurs

affixes sont égaux, | ’ensemble des complexes z tels que M # N et M # P est A =C\ {0,1,—-1} ‘

2. Les points M, N, P sont alignés si et seulement si leur affixes vérifient

1 2
- = -1 (z—1 1 1
© ER = = ,eR<Z+ )z )e]R<:>—Z+ €ER <= Rk
2722 22 — 23 22(1—2) 22 22

eR.

Finalement, | M, N et P sont alignés si et seulement si 1;52 e R.

3. On a les équivalences :

1+ 2 1+z2 1+z 1+z 1+ 2
7 ER= 5T T T T2 T T3
z z z Z z

—= Z(z+1) =22z +1).

ce qui donne

1+2
22

ER=Z+1)=22F+1) <=2z +22 —2]2)P -2 =0= Z - 2)(|z2]* +Z+2) = 0.

En conclusion :

142

o ER—= Z—2)(|z+12-1)=0]|

4. Avec I'équivalence précédente, les points M, N et P sont alignés si et seulement si z = Z ou |z + 1|2 = 1
ce qui signifie que M, N et P sont alignés si et seulement si M est sur ’axe es abscisses ou sur le cercle
de centre 2 et de coordonnées (—1,0) et de rayon 1 lorsque M n’est pas d’affixe 1, 0 ou —1. Les cas ol
M est d’affixe 1 ou —1 correspond a des cas ou M et P sont confondus donc alignés. En conclusion, M,
N et P sont alignés si et seulement si M est sur 'axe des abscisses mais pas a 'origine ou sur le cercle de
centre 2 et de coordonnées (—1,0) et de rayon 1.

Exercice DS2.6

1. (a) Soit z € R. Le réel v/1 — 22 est bien défini si et seulement si 1 — z? est positif ou nul. Or, on a les
équivalences suivantes :
1-2220<= 122> <=z ec[-1,1]

Ainsi, | /1 — 22 est bien défini si et seulement si x € [—1, 1] | Maintenant, pour un tel z, d’'une part,

v/ 1 — 22 est positif ou nul car c’est une racine carrée, et d’autre part

1—22<1, donc V1—-22<1

car la racine carrée est croissante sur R;. On obtient en fin de compte :

Veel[-1,1, 0< V122 <1,
(b) Soit (a,b) € R2. Alors d’'une part, (a — b)? est positif ou nul, ce qui donne les inégalités suivantes :

0< (a—0b)?

<— 0 < a? — 2ab + b2

<~ 2ab < a? + b?

a® + b2

— b<
@ 2
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D’autre part, on a de la méme maniere :
—(a+b)?*<0
— —a?—-2ab—-1b%><0

— —(a®+b*) < 2ab

2 b2
_¢ ;_ < ab.

Ceci prouve bien la double inégalité cherchée :

2 2 2 2
a“+b <ab<a +b

b) e R?, — <ab<
Y(a,b) € R?, 5 5

(c) Six ¢ [—1,1], alors ni Arcsin z ni v/1 — 22 ne sont définis. Reste & montrer réciproquement que Arcsin x
et Arcsin(2zv1 — 22) sont tous deux définis si x € [—1,1]. C’est le cas pour Arcsin z puisque [—1, 1]
est I'ensemble de définition de la fonction Arcsin. D’autre part, pour tout = € [—1,1], la question 2

appliquée en posant
a=z et b=+1-—2x2

donne les inégalités suivantes :

2 —2\2 2 — 22

"+ (VIZ o) vgﬂgxﬁl_ﬂgwﬂ ;1 2%)
2 2 2 2

o —l—; T < 1+$2<x —l—; T

= -1<2zv1+22<1

—

ce qui prouve que 2zv1 — 2 € [—1,1], qui est 'ensemble de définition d’Arcsin, et achéve la dé-
monstration :

‘1es deux membres de (E) sont définis si et seulement si z € [—1,1]. ‘

2. Pour tout = € [—1,1], on a d’aprés la formule de duplication :
sin(2 Arcsin z) = 2 sin(Arcsin x) cos(Arcsin x).

En utilisant les formules du cours pour sin(Arcsin ) et cos(Arcsin ), il vient immédiatement

sin(2 Arcsinz) = 22/ 1 — 2.

3. — On sait que, siy € [—g, g}, sin(Arcsiny) = y.
— Siye {—7‘(‘,—% {, alors y + € [O,g[ donc
Arcsin(sin(y + 7)) =y + =«
et I'on a alors en utilisant la parité de l'arcsinus :
Arcsin(siny) = Arcsin(—sin(y + 7)) = — Arcsin(sin(y + 7)) = —(y + 7).
) ™ T R oy
— Siye ]5, 71'}, alors y — 7 € } —5 0} et par les mémes propriétés :
Arcsin(siny) = Arcsin(—sin(y — 7)) = — Arcsin(sin(y — 7)) = —y + 7.

En fin de compte :

Arcsin(siny) = Yy siy e [—I E} ,
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4. Soit x € [—1,1]. Posons y = 2 Arcsin z. D’aprés la question précédente, on a

siny = 2z 1 — 22
et ’équation (E) équivaut & « y = Arcsin(2zv/1 — 22) », autrement dit :

(E) <= Arcsin(siny) = v.

. ' s . . . . T .
La question précédente montre que Arcsin(siny) = y si et seulement si y € [—5, 5}, autrement dit :

T T
x est solution de (E) <= . <y< 5
™ 0
+— —— < 2Arcsinz < —
2 2
0 ) T
< —— < Arcsinz < —.
4 4
T
Le sinus étant une bijection strictement croissante de [—5, 5} dans [—1,1], on a ’équivalence

2 2
@Sin(—g)gxgsin(z) \[< <\[

T < Arcsinz <
—_— reésin e
4 = = 4

N

ce qui prouve le résultat demandé :

2
I’ensemble des solutions de (E) est Uintervalle [_\Zf’ 22} .

Exercice DS2.7
On rappelle la notation : si f est une fonction définie et continue sur R le probleme (E) est, pour tout réel x :

flaz+b) = f(x). (E)

1. Si f est une fonction constante sur R, celle-ci est définie et continue sur R et, pour tous réels x,y € R,
on a f(z) = f(y) ce qui donne, pour tout x € R, en prenant y = ax + b, f(ax +b) = f(z). Ainsi,

‘les fonctions constantes sur R sur des éléments de & ‘

2. Montrons, par récurrence sur n € N, que pour tout n € N, f(u,) = f(ug) = f(x).
Pour n =0, on a f(ug) = f(z).
Soit n € N. On suppose que f(u,) = f(ug) = f(z). On a
fluni1) = flaun +b) = f(un) = f(uo) = f()

ce qui acheve la récurrence.

En conclusion, | pour tout n € N, f(uy) = f(uo) = f(z) ‘

3. On pose, pour tout n € N, v,, = u,, — r. Pour tout n € N, on a

=a (un — 1b> = a(u, — 1) = av,.

—a

U”+1:u”+1_r:au”+b_1,a

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison a donc, pour tout n € N, v,, = a”vg ce qui donne
) b b
Up — 7 =a"(ug — 7).

En conclusion,

vn e N, unza"(uo—r)—I—r‘.

Comme |a] < 1,0on a lim a™ =0 donc, par somme, (u,) est convergente et
n—-+4oo

nETmun:Ox(uo—r)+r:r.
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4. Comme la fonction f est continue sur R et que la suite (u, ) est convergente de limite r, on a

flun) — f) = F(-2

n——4-00 1—a

).
Posons C' = f(r). On a montré dans les question précédentes que pour pour tout x € R,

f@)=flun) — f(r)=C

n—-+oo

donc ’ f est constante sur R ‘

5. Lorsque a = 1 et b = 0, ‘(E) est I’ensemble des fonctions définies et continues sur R‘ (il n’y a pas de

condition).

6. Lorsque |a| < 1, ceci est traité précédemment. Supposons que |a| > 1. On, pour tout z € R,

f(lxb) —f<a1:cab+b> = f(x)
a a a a

donc, en posant @' = 1/a et ¥’ = —b/a, on a, |a'| < 1 et, pour tout x € R, f(a'x + V') = f(x) donc, avec

les questions précédentes, f est constante. ‘ Dans tous les cas, f est constante. ‘

7. Lorsque a = 1 et b # 0, les solutions de (E) sont les fonctions définies, continues et b-périodiques sur R et

lorsque a = —1, il s’agit directement de la condition de symétrie de la courbe de f. En conclusion :

(a) lorsque |a| # 1, (E) est 'ensemble des fonctions constantes;
(b) lorsque a =1 et b =0, (E) est ensemble des fonction continues sur R;

)
(c) lorsque a =1 et b # 0, (E) est ensemble des fonction continues et b-périodiques sur R;
)

(d) lorsque a = —1, (E) est ’ensemble des fonctions continues dont la courbe est symétrique par rapport

a la droite d’équation x = %.
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